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PROPUESTA PARA EL TRATAMIENTO DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN APLICADAS AL
SISTEMA MASA RESORTE. UNA EXPERIENCIA DE APRENDIZAJE MEDIADA POR GEOGEBRA DURANTE LA
CONTINGENCIA SANITARIA EN 2020

Resumen

En este documento se presentan los resultados de un proyecto de investigacion aplicado durante
la pandemia del coronavirus en el afio 2020 y el consecuente aislamiento social. El origen de la
investigacion versa por una parte en la imposibilidad de contar con la interrelacion alumno
docente de manera presencial en el sistema educativo universitario y por otra las dificultades
cognitivas de los estudiantes de ingenieria para resolver aplicaciones de las ecuaciones
diferenciales de segundo orden asociadas al fendmeno denominado sistema masa resorte. En
este sentido, se disefio e implementd una situacion de aprendizaje que incorpora un programa
interactivo elaborado con el software GeoGebra, con el propésito de mejorar los conocimientos
y habilidades de los estudiantes en términos conceptuales alrededor de las aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales de segundo orden. Para evaluar el impacto de la puesta en escena de la
situacion de aprendizaje se disefiaron hojas de trabajo e instrumentos de medicion diagnostica y
post-test, su implementacion, revision y analisis revelé que los alumnos logran asociar de forma
adecuada el signo de la velocidad o pendiente de la recta tangente del contrapeso con su
direccion y que el éxito de los estudiantes radica en trabajar con materiales que incluyan
actividades que contengan un balance en las actividades cognitivas y el uso equitativo de los
diferentes registros de representacion, ademas de hacer énfasis en aspectos conceptuales del
objeto matematico.

Palabras clave: GeoGebra; Sistema masa resorte; Ecuaciones diferenciales.

Summary

This paper presents the results of a research project implemented during the coronavirus pan-
demic in 2020 and the consequent social isolation. The origin of the research concerns, on the
one hand, the impossibility of having the teaching student interrelationship in person in the uni-
versity education system and on the other the cognitive difficulties of engineering students to
solve applications of the second-order differential equations associated with the phenomenon
called the mass-spring system. In this sense, a learning situation was designed and implemented
that incorporates an interactive program developed with GeoGebra software, with the purpose
of improving students' knowledge and skills in conceptual terms around the applications of sec-
ond-order differential equations. To assess the impact of the learning situation staging, work-
sheets and instruments of diagnostic and post-test measurement were designed, their implemen-
tation, review and analysis revealed that students manage to adequately associate the sign of the
speed or slope of the straight tangent of the counterweight with their direction and that the suc-
cess of students lies in working with materials that include activities that contain a balance in
cognitive activities and equitable use of different representation records, as well as emphasizing
conceptual aspects of the mathematical object.

Keywords: Geogebra; Spring Mass System; Differential Equations.

Introduccion

En la formacion profesional del ingeniero la carga curricular incluye asignaturas del area de
matematicas: algebra lineal, céalculo diferencial, célculo integral, ecuaciones diferenciales (ED),
entre otras. En el caso de las ED, el estudio y el aprendizaje de las mismas permiten modelar,
comprender y avanzar en el conocimiento de diversos fendmenos de la naturaleza: crecimiento
y decrecimiento poblacional, variacion de temperatura de los cuerpos, propagacion de virus,
sistemas masa-resorte, iluminacion, son ejemplos comunes de ello. Uno de los topicos a estudiar

Propésitos y Representaciones
Sep. 2020, Vol. 8, SPE(3), e571
http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571


http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571

DE LAS FUENTES-LARA, M. & AGUILAR-SALINAS, W.

durante el curso de ED es el sistema masa resorte (SMR) que tiene variadas implicaciones
préacticas y profesionales, por ejemplo: los sistemas de amortiguamiento de vehiculos de
transporte cotidiano y de carga como autobuses y aviones, los andlisis sismicos en estructuras
habitacionales, médicas o de negocios, la fabricacion de productos por medio de robots o
maquinaria pesada requiere tanto para su estabilidad como para su produccion misma el analisis
y disefio de piezas, uniones, brazos o soportes. Por tal motivo es de importancia su estudio
tedrico y comprension por parte de los futuros ingenieros.

La unidad de aprendizaje de ED presenta conceptos que son dificiles de comprender por
los estudiantes si no los pueden visualizar, como es el efecto de la variabilidad. Cistac,
Bongianino, Filippi y Kovac (2009) indican que precisamente en la etapa de construccion inicial
de las capacidades tecnoldgicas es esencial enlazar los conceptos matematicos con el proceso
fisico lo que conlleva al cambio en las representaciones semidticas. La utilizacion de la
tecnologia en la ensefianza permite manipular dindmicamente los objetos mateméaticos (OM) en
diferentes contextos de representacion, de hecho la capacidad de modelado matematico de un
estudiante depende del manejo eficiente de los distintos registros de representacion (Baez,
Blanco & Pérez, 2015b). Investigadores en el area de las matematicas para ingenieria
identificaron que los conocimientos previos al calculo de los estudiantes es mas procedimental
que conceptual, ademas, los resultados de sus estudios evidencian que el proceso de ensefianza y
aprendizaje del calculo en las aulas asi como la propia evaluacién es predominantemente
procesal (Areaya & Sidelil, 2012). También se encontr6 que los estudiantes de matematicas
privilegian el enfoque procedimental simbdlico ya que se les dificulta interpretar las gréaficas de
las funciones y sus derivadas, toda vez que el vinculo conceptual no se prioriza (Habre &
Abboud, 2006; Hashemi, Abu, Kashefi & Rahimi, 2014; Baez, Blanco & Pérez, 2015a), el
desequilibrio entre el conocimiento operacional y el conceptual es un factor trascendente que
contribuye a la debilidad del estudiante para obtener informacién sobre la variacién (Abbey,
2008). Una investigacion llevada a cabo por Zerrin y Sebnem (2010) en la que se disefi6 e im-
plementd una situacién de aprendizaje (SA) para el concepto de funcion utilizando una aplica-
cién en el Software GeoGebra (SG), mostrd que los estudiantes del grupo experimental fueron
mas exitosos en cuanto a sus logros académicos debido a que la visualizacion y la dinamica de
las formas geomeétricas que permite la aplicacion disefiada en el SG aumenta significativamente
la atencion de los alumnos. ElI SG permite disefiar diferentes aplicaciones interactivas que se
pueden usar como herramientas en la ensefianza de la matematica (Caligaris, Schivo & Romiti,
2015) y experimentar con modelos significativos utilizando mdaltiples representaciones y
herramientas de modelado (Hashemi et al., 2014) y que mejoran las habilidades de
razonamiento y la visualizacién de los estudiantes (Bhagat & Chang, 2015).

La aplicacién del SG permite a los estudiantes comprender los conceptos geométricos,
propiciando el intercambio de experiencias y reflexiones que enriquezcan y mejoren la calidad
del aprendizaje de las matematicas (Torres & Racedo, 2014; Ponce, Matthews & Adams, 2018),
presenta un gran potencial para el tratamiento de la interpretacion, ya que permite discriminar la
congruencia entre las caracteristicas visuales y la semantica de la expresion algebraica (Gémez-
Blancarte, Guirette & Morales-Colorado, 2017). EI SG es una herramienta que permite a los
estudiantes tener un aprendizaje interactivo y autbnomo (Arango, Gaviria & Valencia, 2015). El
uso del SG en la ensefianza de las matematicas en los diferentes niveles educativos es un factor
importante para promover el aprendizaje permanente (Zerrin & Sebnem, 2010; Zengin, Furkan
& Kutluca, 2012).
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Investigaciones en el uso del SG concluyen que se puede utilizar como una herramienta eficaz
en el aprendizaje a través de la visualizacion, promueve el aprendizaje y mejora la comprension,
los investigadores consideran que se trata de una forma de utilizar la tecnologia con ayudas
visuales y propicia en los estudiantes la interaccion con los conceptos matematicos (Saha, Ayub
& Tarmizi, 2010; Cdrdoba, Castrillén & Rojas, 2015; Chen & Wu, 2020). Sin lugar a duda la
versatilidad del SG sugiere su utilizacion para mejorar el conocimiento y las habilidades de los
estudiantes en torno al planteamiento y resolucion de enunciados de problemas en el campo de
las ED.

En el mes de marzo de 2020 se declara la pandemia del coronavirus en México, a partir
de esa fecha las autoridades sanitarias y educativas en México y especificamente en Baja
California indicaron suspension de clases presenciales y sugirieron permanecer en aislamiento
social, a laborar y dar continuidad al ciclo escolar vigente mediante diversas plataformas. Las
autoridades de la Universidad Autonoma de Baja California (UABC) giraron instrucciones para
trabajar con la plataforma BlackBoard (BB), ello implico la planeacion y disefio puntual de
diversas SA y diversos mecanismos de evaluacion para atender académicamente a los
estudiantes.

Ademas del problema de la contingencia sanitaria los resultados que se obtienen en los
cursos de matematicas de practicamente cualquier nivel escolar no son satisfactorios, para los
estudiantes mexicanos los resultados que se obtienen en las evaluaciones estan por debajo del
promedio internacional (PISA, 2012, 2015), aunque existen muchos factores que intervienen en
tales desempefios se han detectado deficiencias para representar y efectuar tratamientos y
conversiones entre los diferentes registros de representacion de los conceptos matematicos, lo
cual parece deberse a la preponderancia de la ensefianza de las matemaéticas basadas en un
enfoque tradicional.

A partir de los antecedentes formulados y con énfasis en no contar con la interrelacién
presencial entre el docente y el alumno, se plantea el disefio e implementacion de una SA que
incluye hojas de trabajo y un programa interactivo desarrollado en el SG que permita al
estudiante universitario de ingenieria en su curso de ED promover de forma dindmica la
vinculacion de los diferentes registros de representacién (grafica, numérica, algebraica y fisica
virtual) y las actividades cognitivas (AC) en torno al fendmeno SMR y que implican la
resolucion de ED lineales de segundo orden. En razon de lo anterior el objetivo de esta
investigacion es evaluar el impacto que se logra en los estudiantes sobre las AC a partir de la
utilizaciéon de la SA propuesta. Por tanto, se pretende aportar una propuesta pedagoégica que
incluye el uso del SG como mediador entre los estudiantes y conceptos matematicos asociados a
la resolucion de problemas sobre el fendmeno SMR y las ED lineales de segundo orden.

De manera colateral se tienen los siguientes objetivos particulares:
e Determinar qué AC mejora sustancialmente en el estudiante a partir del programa
interactivo desarrollado con el SG.
o Identificar el registro de representacion original con mayor dificultad para el estudiante
a partir de la aplicacion interactiva desarrollada en el SG.
e Determinar elementos predictivos sobre el éxito de los estudiantes en sus evaluaciones
en torno al fendmeno SMR y las ED de segundo orden.
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Marco tedrico

El disefio de la SA se basa en la Teoria de Representaciones Semioticas (TRS) de Duval (2000,
2006a, 2006b) y los avances logrados en el campo tecnoldgico especificamente con el SG y su
aplicacion en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas (Zerrin & Sebnem, 2010; Zengin
et al., 2012; Cordoba et al., 2015; Nazihatulhasanah & Nurbiha, 2015; Caligaris et al., 2015). La
SA disefiada y utilizada se considera una estrategia instruccional de acuerdo a Feo (2010) toda
vez que la interrelacion presencial entre el docente y estudiante no es indispensable y se apoyan
en un recurso instruccional tecnolégico.

Desde la perspectiva de la TRS, los OM no son directamente accesibles a la percepcion,
consecuentemente para su estudio y tratamiento se requiere contar representaciones de los
mismos, las representaciones externas a las que hacemos alusion pueden ser de caracter
geométrico, algebraico y numérico. Como lo sefiala el mismo Duval (2000), el uso de sistemas
de representaciones semidticas para el pensamiento matematico es esencial, debido a que a
diferencia de otros campos de conocimiento (biologia, geologia, fisica), no existen otras
maneras de lograr el acceso a los OM sino a través de representaciones. Estos procesos de
representacion, tratamiento y conversion permiten exteriorizar las representaciones mentales de
los individuos, motivando la retroalimentacién y mejoramiento de las mismas, que conduce a la
formacion de preceptos matematicos y a la conceptualizacién del OM. La AC de representacion
constituye una marca o conjunto de marcas perceptibles e identificables respecto de un OM, el
tratamiento es la transformacién de la representacion dentro del mismo registro de
representacion, y la conversién es la transformacion de la representacion en otra representacion
de un registro diferente al original pero que conserva su esencia (Duval, 2006a).

Otra parte importante de las SA es estar orientados a la comprensién de contenidos
conceptuales y procedimentales (Feo, 2010). Al respecto Contreras y Backhoff (2004)
mencionan que la parte conceptual se refiere a las caracteristicas, atributos ontoldgicos, la
definicion del propio concepto y la apropiacion de una regularidad. Para Sfard (1991) la vision
estructural o conceptual se caracteriza por un ente que posee rasgos propios y es integradora, y
la vision operacional o procedimental se matiza por acciones y algoritmos, que es dinamica y
secuencial. Contreras y Backhoff (2004) la refieren como al dominio de las fases que implica la
secuencia de operaciones involucradas y la utilizacion de algoritmos.

Metodologia

A partir de los referentes teéricos descritos se asumen los siguientes supuestos como base para
el disefio y puesta en escena de la SA que se describe en los parrafos siguientes. El primero es
gue el éxito de un estudiante en el curso de ED particularmente en el tratamiento del SMR se
debe al dominio conceptual sobre los OM y la AC de conversion. El segundo se refiere al
involucramiento de los recursos tecnoldgicos como mediador entre el sujeto y el objeto de
conocimiento.

Ademas de integrar informacion a partir de la experiencia y practica docente del equipo
de trabajo en el area de las ED, se considerd la aplicacion de un instrumento de medicion
diagnostico (IMD), se revisd el contenido de fuentes bibliograficas respecto a los articulos,
memorias y documentos existentes sobre los efectos de algunas tecnologias y software de
matematicas (exclusivamente sobre el SG) que han trascendido en torno a aspectos
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motivacionales y los conocimientos que logran los estudiantes en diferentes tdpicos de
matematicas.

Dado que en el estudio de las mateméticas para ingenieria se recurre de forma
importante a distintas representaciones (numérica, grafica, algebraica) y se considera que la
aprehension conceptual esta vinculada al dominio de las AC de representacion, tratamiento y
conversion, se opté por fundamentar el disefio de la SA en la TRS de Duval (2000, 2006a,
2006b). Desde esta perspectiva el programa interactivo en GeoGebra y la SA estan alineados a
tales referentes tedricos, el programa interactivo y la SA buscan promover la coordinacion de
registros de representacion, asi como también la exploracion, reflexion y la aprehension
conceptual.

Informacion a partir de la experiencia docente.

Durante los inicios del semestre 2020-1 los investigadores solicitaron a tres profesores que
imparten la unidad de aprendizaje de ED en la Facultad de Ingenieria de Mexicali (FIM) de la
UABC y con experiencia docente mayor a 5 afios la tarea particular de describir todas aquellas
dificultades que han observado en los estudiantes de ingenieria en torno al SMR y la resolucién
de ED de segundo orden asociadas.

Instrumento de medicién diagndstico.

El diagnostico es esencial para la planeacién eficaz de la instruccion en general y para el disefio
de la SA en particular, asi como para evidenciar los cambios producto del aprendizaje adquirido
por los estudiantes. Con el propésito de establecer las condiciones de los estudiantes en cuanto a
sus conocimientos previos al inicio del tratamiento del fenémeno SMR y establecer de manera
paralela las habilidades en cuanto a su AC para la representacion, tratamiento y conversion de
objetos matematicos, se disefid y aplico un IMD con la consideracion de los criterios de
Contreras y Bachhoff (2004) para la generacion de reactivos en la construccion de examenes del
tipo criterial alineado con el curriculum, que involucra contenidos conceptuales vy
procedimentales, los cuales han sido estudiados y tratados por los estudiantes en cursos de
calculo diferencial, integral y ED.

Situacion de aprendizaje.

La SA disefiada se basa en Feo (2010) y consta de cuatro momentos: inicio, desarrollo, cierre y
evaluacién. En el momento de inicio se contact6 a los estudiantes del grupo de ED mediante la
plataforma BB, con la cual se les comunicd que se daria tratamiento al estudio del SMR y que
los materiales (hojas de trabajo) estarian disponibles para descarga. Dentro de los materiales, se
les proporciono la liga de la pagina web del programa interactivo en GeoGebra como apoyo al
estudio y tratamiento del SMR, las instrucciones de uso y fechas de entrega de los reportes
correspondientes. El segundo momento tuvo una duracién de dos semanas, en las cuales los
estudiantes podian utilizar los materiales en el espacio de tiempo que consideraran conveniente
y colaborar con sus comparfieros a través de los diversos medios de comunicacion (Facebook,
Whatsapp, correo electrénico, etc.). También se solicitd a los estudiantes como actividad de
reforzamiento del estudio del SMR y uso de las ED la resolucién y entrega de un problemario
que incluyé 10 enunciados de problemas, todos alusivos al SMR. EI momento de cierre
corresponde a la entrega tanto del problemario como de las hojas trabajo de todo el grupo de
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estudiantes, la entrega implica resolver los 10 problemas, responder las hojas de trabajo,
digitalizar y subir a la plataforma BB. La evaluacion como parte del cuarto momento le
corresponde al profesor y en este caso implico la revision de los problemas y de las respuestas
de todas las hojas de trabajo, asi como también la aplicacién de un instrumento de medicion
post-test (IMP), dicho instrumento se subi6 a la plataforma BB y se comunico a los estudiantes
el dia, hora, duracion y requerimientos para su contestacion.

Disefio del programa interactivo mediante el software GeoGebra.

El programa interactivo disefiado con el SG es un SMR que puede describir el desplazamiento
de un contrapeso a partir del establecimiento de los parametros de masa, amortiguamiento,
rigidez y condiciones iniciales de posicion y velocidad.

El programa interactivo con el SG consta de dos vistas (figura 1), una vista grafical y
una grafica2, la vista grafical contiene un sistema de coordenadas bidimensional (t, x(t)) que
describe la posicién del contrapeso en términos del tiempo transcurrido, esta asociado un SMR
cuyo desplazamiento corresponde a la construccion dindmica de la grafica, de manera adicional
cuenta con la manipulacion de una recta tangente asociada tanto a la velocidad del contrapeso
como a la direccion del mismo. La vista grafica2 consta de cuatro partes: la primera incluye
cinco cuadros de edicién de datos, posicion inicial, velocidad inicial, masa, factor de
amortiguamiento y rigidez; la segunda parte se refiere al control de la simulacion, a partir de un
tiempo cero, pausa y el inicio o continuacion de la simulacion; la tercera parte incluye calculos
que realiza el programa interactivo (posicion y velocidad del contrapeso) a partir de la variable
independiente tiempo y los datos de masa, rigidez y amortiguamiento; finalmente, la cuarta
parte permite incorporar una recta tangente a la simulacion que esta asociada a la velocidad del
contrapeso.

Condiciones del sistema

Figura 1. Programa interactivo en GeoGebra

Los contenidos matematicos involucrados en el disefio de la SA son los siguientes: ED
ordinarias lineales de segundo orden homogéneas, rigidez, amortiguamiento, fuerza,
desplazamiento, masa, funcién, funcidén derivada, ecuacion de movimiento, condiciones
iniciales, periodo, amplitud, frecuencia, velocidad y aceleracion.

Hojas de trabajo.
La SA consta de 4 hojas de trabajo, cada una corresponde a un tipo de movimiento, a saber: no
amortiguado, sobreamortiguado, criticamente amortiguado y subamortiguado, hojas de trabajo
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1, 2, 3y 4 respectivamente. Los objetivos de aprendizaje de las 4 hojas de trabajo son los
siguientes:

e Determinar e interpretar las condiciones iniciales de posicion y velocidad.

e Determinar la ED que modela el sistema (ED y condiciones iniciales).

e Determinar la solucion general y particular de la ED.

e Asociar la gréafica de la ecuacién de movimiento con el movimiento vertical del
contrapeso.

e Asociar la posicion del contrapeso con la gréfica.

e Asociar los maximos y minimos de la grafica con relacion a la posicion del
contrapeso y condicidn de contraccion y estiramiento del resorte.

e Asociar el signo de la pendiente de la recta tangente con la direccion del
contrapeso.

e Asociar el valor de cero de la pendiente de la recta tangente con la posicién
maxima o minima del contrapeso.

e  Calcular la posicion del contrapeso en un momento determinado.

e  Calcular la velocidad y direccion del contrapeso en un momento determinado.

e ldentificar el tipo de movimiento del SMR.

e  Calcular el periodo, frecuencia y amplitud del SMR.

e  Calcular el momento del desplazamiento extremo del contrapeso y su posicion.

e  Explicar el efecto de la variacion de los elementos de la ED.

Sujetos.

La SA se puso en escena durante el semestre 2020-1 (febrero-junio 2020) con 34 estudiantes del
tercer semestre de la FIM en la UABC en la asignatura de ED, en dicha asignatura se trata el
SMR como una aplicacion de las ED de segundo orden. Antes de llevar a cabo la
experimentacion con la SA disefiada los estudiantes ya habian trabajado con problemas de
aplicacion relacionados con temperatura, crecimiento y decrecimiento, mezclas y datacion,
problemas que se modelan con ED de primer orden. También se solicita a los estudiantes como
actividad previa la lectura del SMR y sus respectivos movimientos amortiguado y no
amortiguado, material y bibliografia que se les proporcioné con la debida antelacién.

Instrumento de medicidn post-test.
El IMP estd compuesto por 18 reactivos de opcién maultiple, en el que se pide al estudiante
elegir de entre 4 respuestas la que es correcta. Cada reactivo en el instrumento es independiente,
toda vez que contiene la informacidon necesaria para plantearlo y responderlo. ElI IMP es
criterial, ya que tiene el propdsito de evaluar el aprendizaje, informando sobre qué puede hacer
0 no el examinado. EI IMP se disefid bajo las mismas consideraciones que el IMD, a diferencia
gue se aboca a determinar los logros alcanzados por los estudiantes en cuanto a las AC de
representacion, tratamiento y conversion en torno a los conceptos matemaéticos del SMR,
también se clasificd cada reactivo como conceptual o procedimental con el propésito de indagar
sobre qué tipo de reactivos les cuesta mayor dificultad a los estudiantes y si es posible predecir
su éxito a partir del tipo de reactivo. Se realiz6 un analisis de confiabilidad mediante el
coeficiente de Kuder-Richarson (KR-20), el cual permite obtener la confiabilidad de un
instrumento a partir de los datos obtenidos en una sola aplicacién (Corral, 2009). De manera
adicional se calculé el coeficiente delta de Ferguson que mide el poder de discriminacién de una
prueba completa. El indice de dificultad (ID) esta relacionado con la proporcion de estudiantes
gue resuelven correctamente un reactivo, y se calcula de acuerdo a Crocker y Algina (1986). El

Propésitos y Representaciones
Sep. 2020, Vol. 8, SPE(3), e571
http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571


http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571

DE LAS FUENTES-LARA, M. & AGUILAR-SALINAS, W.

indice de discriminacion (IDC) del reactivo permite discriminar entre aquellos estudiantes que
obtuvieron altas calificaciones en la prueba y aquellos que obtuvieron bajo puntaje, estd
relacionado con la posibilidad de responder correctamente el reactivo aquellos estudiantes con
un desempefio en general sobresaliente en la prueba, situacion opuesta para el caso de los
estudiantes con un desempefio deficiente. También se calculo el coeficiente de correlacion del
punto biserial (rpbis), para algunos investigadores este coeficiente es un indicador de validez
predictiva, en donde se relaciona la respuesta a un reactivo por un estudiante y el resultado que
obtuvo de la prueba (Henrysson, 1971; Molina, Wizner, Lacave & Gallardo, 2015), este
indicador psicométrico se calcula de acuerdo al modelo de Backhoff, Larrazolo y Rosas (2000).
La validez de contenido tanto del IMD como del IMP se garantiz6 con la participacion de jueces
expertos (profesores de célculo y de ED con experiencia docente minima de 5 afios) y método
de consenso grupal (Corral, 2009).

Andlisis de resultados y discusion

En este apartado se ofrecen los resultados de la consulta con los profesores de mayor
experiencia con estudiantes en los cursos de ED, los resultados de la aplicacion del IMD, un
analisis cualitativo de los resultados de los estudiantes en las hojas de trabajo y se documentan
los resultados que obtuvieron los estudiantes en el IMP. Como producto de esta investigacion se
espera determinar el impacto en los conocimientos y AC de representacion, tratamiento y
conversion de los alumnos a partir del uso de un programa interactivo desarrollado con el SG
para abordar ED lineales homogéneas de segundo orden en la resolucion de problemas
asociados al SMR. Asi como también, la obtencion de un mayor conocimiento tanto de la
problematica que se presenta cuando se brinda autonomia total al aprendizaje del estudiante y se
incorpora una SA que incorpora tecnologia en el proceso de ensefianza.

Resultados de la experiencia docente.

A partir de la experiencia y practica docente del equipo de trabajo en el area de las ED, se ha
observado a priori en los estudiantes las siguientes dificultades: aprehension conceptual limitada
de los objetos matematicos debida en parte al énfasis en la praxis algoritmica e insuficiente
trabajo de conversidn de registros de representacion durante las clases de esta asignatura, la AC
de conversion evidencia la mayor dificultad para los estudiantes cuando esta se presenta como
necesaria para la resolucion de un problema, la AC de representacion se posiciona como la de
menor dificultad y secundariamente la AC de tratamiento.

Los problemas de aplicacion de ED son los que causan mayor dificultad a los
estudiantes, particularmente cuando requieren modelar el fenbmeno SMR, es decir, traducir del
lenguaje natural a un lenguaje matematico. En un SMR el estudiante tiene dificultades para
identificar la velocidad y la aceleracién del contrapeso como la primera y segunda derivada de
la funcidn posicidn, asi como asociar la direccion del contrapeso con el signo de la velocidad y
vincular la forma de la ED con el tipo de movimiento.

Calidad del instrumento de medicién diagndstico y resultados de la aplicacion.
El IMD consta de 32 reactivos de opcidn multiple y su contenido versa sobre tdpicos esenciales
de célculo diferencial, integral y ED. El nimero de estudiantes que participaron en el
diagnostico fue de 33. Para el célculo de la confiabilidad se utilizé el método de KR-20, el cual
result6 r = 0.80, para Ding, Chabay, Sherwood y Beichner (2006) es satisfactorio cuando
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r = 0.80. La distribucion de los puntajes totales se calcul6 mediante la prueba delta de

Ferguson, se obtuvo 0.96, lo que satisface el criterio establecido (Ding et al., 2006; Engelhardt,
2009). El promedio del ID es de 0.70 £+ 0.16 (media + desviacion estandar), resulta un nivel

medio de dificultad y adecuado (Backhoff, Larrazolo y Rosas, 2000; Ding y cols., 2006;
Engelhardt, 2009). EI promedio del IDC es 0.37 £ 0.14 (media * desviacion estandar), el cual

cae dentro de una calificacion considerada como excelente (Backhoff et al., 2000; Ding et al.,
2006). A partir de los resultados de la aplicacion de este IMD se encontré que los estudiantes
tienen mayormente dificultad para traducir al lenguaje natural una ED de primer orden,
identificar el concepto de derivada, determinar el tipo de solucién que produce una ecuacién de
segundo grado, identificar la condicién de linealidad en una ED y obtener la solucién general de
una ED lineal homogénea de segundo orden.

Anélisis cualitativo de las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo.
A partir de la revision de las respuestas que los estudiantes plasmaron en sus hojas de trabajo, se
considera pertinente incluir algunas de ellas aqui como evidencia particular, también se
describira de manera general los aciertos y deficiencias en torno a los objetivos de aprendizaje
asociados al SMR.

En la hoja de trabajo 1 se les cuestiona a los estudiante sobre la interpretacion de los
maximos y minimos de la grafica con relacion a la posicion del contrapeso, algunas de las
respuestas se exhiben en las figuras 2, 3y 4.

;Como interpretas los miximos y minimos de Tn grificn con relacion o b posigion del contrapeso™
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Figuré 2. Respuesta del alumno A

Figura 3. Respuesta del alumno C

JComo interpretas los maximos y minimos de la grafica con relacion a la posicion del contrapeso?
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Figura 4. Respuesta del alumno N

Los alumnos C y N asocian correctamente el comportamiento grafico que se produce
con el movimiento libre no amortiguado del contrapeso asociado a la condicién de contraccion o
estiramiento del resorte, el alumno A no ha logrado hacer la asociacion correcta.

Al continuar con el desarrollo el alumno A suprime parcialmente su error con la
respuesta a la siguiente pregunta: ¢En qué posicion de la grafica debes colocar el punto para que
el resorte este totalmente contraido? (Figura 5).
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Figura 5. Respuesta del alumno A

Las respuestas de los alumnos C y N son consistentes (Figura 6 y 7), el programa
interactivo en el SG permite que el estudiante modifique la condicion del resorte (totalmente
estirado o totalmente contraido) mediante la manipulacion de la recta tangente de manera que
pueda asociarlo con un minimo o un méaximo en la gréfica.

Figura 6. Respuesta del alumno C

JEn qué posicion de la grafica debes colocar el punto para que ¢l resorte este totalmente contraido?

- A\ M. v
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Figura 7. Respuesta del alumno N

La mayoria de los estudiantes logr6 esta asociacion y lo evidenci6é en sus hojas de
trabajo. La visualizacion que se logra a partir de la tecnologia y la aplicacion interactiva juega
un papel preponderante, Fatimah, Norazzila y Rohani (2013) sefialan que los estudiantes supe-
ran dificultades cuando se integra tecnologia en la ensefianza y el aprendizaje se centra en el
estudiante.

En la hoja de trabajo 1 se tiene el siguiente cuestionamiento: en un tiempo de &
segundos ¢Cual es el valor de la velocidad? y ¢Hacia donde se dirige el contrapeso?. En general
la lectura tomada por los estudiantes sobre la velocidad es correcta, sin embargo la direccion del
contrapeso no lo fue, solamente el 40% acertd en declarar la direccion del contrapeso. Estos
estudiantes que lo hicieron correctamente, observaron el movimiento vertical hacia abajo del
contrapeso Yy lo vincularon con el signo positivo de la primera derivada (Figura 8, 9 y 10).

En t=6 segundos. [ Cuil es el valor de ln welocidmd?, jHacin diande so divige ¢l contrapeso?

3'55*";{% hetiu L-J?‘*J,r“

Figura 8. Respuesta del alumno A

'En 1=6 segundos, ¢Cuil es ¢l valor dc la velocided?, jHacie dénde sc dirige el sontrapese?
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Figura 9. Respuesta del alumno B

Figura 10. Respuesta del alumno C

En la hoja de trabajo 3 se tiene el siguiente enunciado de problema: un resorte con
rigidez de 0.25 libra por pie se le sujeta un contrapeso de 32 libras fuerza, el medio a través del
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cual se mueve ofrece una resistencia numéricamente igual a una vez su velocidad instantanea.
La pesa se suelta de un pie por arriba de la posicion de equilibrio con una velocidad de 2.5 pie
por segundo hacia abajo. Se solicita a los estudiantes que extraigan la informacion del problema
respecto a la masa, rigidez, factor de amortiguamiento, posicién inicial y velocidad inicial. Las
respuestas de los alumnos se observan en las figuras 11y 12.

Extree lo intormacién comespondiente de: Masa, rigidez, amortiguamicnta, posicién inicial y
velocidnd iniciul.

Wlasa: 5-""‘"51- Rigidez: ©.2% ”—.r Amortiguamiento; T

Posicidn inicinl: — | Velocidad inicigl: 3. <=

Figura 11. Respuesta del alumno A

Figura 12. Respuesta del alumno C

La respuesta del alumno A es totalmente correcta sin embargo el alumno C no hizo la
conversion de la masa de libras fuerza a slug y la posicion inicial la consider6 positiva por estar
sobre la posicién de equilibrio.

En la misma hoja de trabajo 3 se solicitd la solucién particular de la ED, en las
respuestas de los alumnos B y N se evidencia el modelado de forma adecuada toda vez que
parten con la solucion general de la ED y las condiciones iniciales correctas (Figura 13 y 14),
segun Guerrero-Ortiz, Mejia-Velasco y Camacho-Machin (2016) el uso de conexiones entre las
diferentes representaciones matematicas con apoyo del SG es un medio adecuado para
establecer la relacion entre el modelo y el contexto. Los errores que no permitieron a los
alumnos B y N obtener la solucion particular de la ED son de corte procedimental.

2Cudl es la solucion particular de la ecuacién diferencial? Coron %18V ! XU =25/
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Figura 13. Respuesta del alumno B
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Figura 14. Respuesta del alumno N

Propésitos y Representaciones
Sep. 2020, Vol. 8, SPE(3), e571
http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571


http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571

DE LAS FUENTES-LARA, M. & AGUILAR-SALINAS, W.

En la hoja de trabajo 4 se solicito a los estudiantes la activacion de la recta tangente y recorrer la
curva para identificar en el intervalo de tiempo de dos a cinco segundos, si la grafica de la
funcion es creciente o decreciente y establecer la direccién del contrapeso. Las respuestas
indican que se tiene conflicto con la asociacion de funcion creciente, velocidad positiva del
contrapeso, direccion del contrapeso y condicién de contraccion o estiramiento del resorte
(Figura 15y 16).
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Figura 15. Respuesta alumno A
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Figura 16. Respuesta alumno B

Ademas de las deficiencias y aciertos presentados de manera particular con algunos estudiantes,
de manera general se documentan las siguientes observaciones sobre el desempefio de los
estudiantes en las hojas de trabajo.

e La mayoria de los estudiantes extrajeron correctamente los elementos de masa y
rigidez que definen la ED y que modela el SMR con movimiento libre no
amortiguado, no asi para el caso en el que el SMR cuenta con amortiguamiento.

e Los estudiantes asociaron de manera correcta el movimiento vertical del contrapeso
con el comportamiento oscilatorio de la grafica.

e Los estudiantes apreciaron que en el punto maximo o en el punto minimo la
pendiente de la recta tangente o la velocidad del contrapeso es de 0, ademas de
identificar correctamente la lectura del tiempo en esa condicién.

e En el punto maximo, los estudiantes observaron la condicion del resorte y asociaron
gue cuando en la gréafica se tiene un méaximo el resorte se encuentra estirado a su
limite, caso opuesto para el minimo en donde el resorte se encuentra totalmente
contraido.

e Se logro parcialmente que los alumnos asociaran adecuadamente el signo de la
velocidad o pendiente de la recta tangente del contrapeso con su direccion.

e Algunos estudiantes no describieron la manera en que se calcula el desplazamiento
extremo en virtud de que no asociaron directamente el término de desplazamiento
extremo con un punto critico.

e Los estudiantes lograron asociar el numero de cortes de la gréafica con respecto al eje
horizontal con el nimero de veces que el contrapeso pasa por la condicion de
equilibrio.

e Todos los estudiantes asociaron el comportamiento de la gréafica con la estabilizacion
del sistemay la posicidn del contrapeso en el eje de referencia.

e Se encontrd latente la dificultad de los estudiantes para transitar del lenguaje natural
al lenguaje algebraico, algunos de los estudiantes no lograron determinar la ED y sus
condiciones iniciales de posicién y de velocidad.

e Se detectaron errores de manipulacion algebraica que ain son muy comunes que los
estudiantes cometan en el curso de ED.
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Para Hamidreza, Zaleha y Yudariah (2012) la visualizacién es la mayor dificultad que

enfrentan los estudiantes que estudian matematicas para ingenieria. El programa interactivo po-
sibilita visualizar los OM que no son observados con tecnologia de lapiz y papel.
Al comparar estos resultados con los objetivos de aprendizaje se puede pensar que el balance no
es favorable, sin embargo hay que recordar que estos resultados son producto de una SA puesta
en escena en un periodo de pandemia, con comunicacion asincrona y sin la presencia fisica del
profesor para resolver e aclarar conceptos y procedimientos asociados al tema de estudio del
SMR.

Andlisis del post-test.

La confiabilidad del IMP se calcul6 mediante KR-20, result6 + = 0.86, para Contreras y
Backhoff (2004) y Ding y colaboradores (2006) es considerado como apropiado (mayor o igual
que 0.85) en el caso de instrumentos estandarizados cuando se utiliza el método KR-20. La
distribucion de los puntajes totales se calcul6 mediante la prueba delta de Ferguson, se obtuvo
un coeficiente de 0.95 lo que satisface ampliamente el criterio establecido (Ding et al., 2006;
Engelhardt, 2009). EI promedio del ID es de 0.63 + 0.17 (media + desviacion estandar), el cual

resulta en un nivel medio de dificultad y adecuado (Backhoff et al., 2000; Ding et al., 2006;
Engelhardt, 2009). El promedio del IDC es 0.53 + 0.17 (media + desviacion estandar), el cual

cae dentro de una calificacion considerada como excelente (Backhoff et al., 2000; Ding et al.,
2006). Se cuenta con que el 78% (14) de los reactivos tienen discriminacion excelente, 5.5% (1)
discriminacion buena, 11% (2) cuenta con discriminacion regular, mientras que el 5.5% (1)
tiene discriminacion mala.

El promedio de los coeficientes de correlacion biserial de la prueba es
0.53 + 0.17 (media * desviacion estandar), el rpbis cumple de manera sobresaliente con la

recomendacién de los especialistas (Ding et al., 2006; Engelhardt, 2009) en cuanto a que el
promedio del rpbis sea superior a 0.2. Los resultados de las pruebas realizadas exhiben que el
IMP es una prueba confiable y con poder de discriminacién satisfactorio. En la tabla 1 se
muestran las cinco actividades que predicen mayormente el éxito de los estudiantes frente al
SMR asociado a la resolucion de las ED de segundo orden.

Tabla 1.

Las cinco actividades que predicen mayormente el éxito de los estudiantes frente al SMR.

Reactivo  Obijetivo de aprendizaje Actividad Concepto [ rpbis

cognitiva Procedimiento

3 Determinar las condiciones iniciales de Conversion Concepto 0.82
posicién y velocidad a partir de un enunciado
de problema

20 Calcular el factor de amortiguamiento de la ED  Conversion Concepto 0.74
gque modela el SMR de manera que resulte el
tipo de movimiento mostrado en las iméagenes

13 Asociar una ED con el comportamiento grafico Conversion Concepto 0.73
de un SMR

12 Identificar las condiciones de posicion y Conversion Concepto 0.68
velocidad de un SMR a partir del lenguaje
natural

4 Describir en lenguaje natural las condiciones Conversion Concepto 0.67
iniciales de un SMR a partir del lenguaje
algebraico
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A continuacion (figura 2) como ejemplo se muestra el reactivo 13, se trata de un reactivo
conceptual y que implica una AC de conversion del lenguaje natural y algebraico al grafico para su
respectiva solucion, es medianamente dificil (1D=0.45), altamente discriminatorio (IDC=0.73) y
predictivo en alto grado (rpbis=0.73). También se observa que en general los reactivos predictivos
son medianamente dificiles o de dificultad media y con alta discriminacion.

13. Dada la ecuacion diferencial x” + x = 0 que modela un sistema masa resorte, si el contrapeso
parte de la posicion de equilibrio con velocidad de 1 pie por segundo y se dirige hacia abajo. jCuél es
la grafica que representa correctamente al sistema?

5 H

B) ‘
1

C) D) “Y

NN TR

Figura 2. Reactivo 13 del instrumento de medicion post-test.

Una prueba T de muestras independientes entre los reactivos de corte conceptual y los
reactivos de tipo procedimental mostré diferencias significativas (p = 0.037), los estadisticos
de grupo muestran (tabla 2) también que el éxito de los estudiantes radica en trabajar con
materiales que incluyan actividades que tengan un balance en las AC y el uso de los diferentes
registros de representacion, ademas de hacer énfasis en los aspectos conceptuales del OM.

Tabla 2.
Estadisticas de grupo en relacién al coeficiente de correlacion biserial
Tipo de Ndmero de Desviacion Error de desviacion
Reactivo reactivos Media Estandar promedio
Conceptual 11 5955 .1837 .0554
Procedimental 7 4186 .1118 .0422

El programa interactivo disefiado en GeoGebra permitié a los estudiantes visualizar
simultaneamente los desplazamientos del contrapeso y asociarlo al comportamiento gréafico, lo
gue promovid gue realizaran algunas asociaciones geomeétricas importantes que dificilmente se
pudieran lograr si no se cuenta con tecnologia, aunque también se evidencid la necesidad de
reforzar la relacion del signo de la pendiente de la recta tangente a la gréfica de tiempo contra
posicién con la direccién del contrapeso, asi como también observar la determinacion de
posiciones extremas con maximos o minimos relativos y el algoritmo para su respectiva
determinacion.

A partir de los resultados del IMP se encontrd gque la SA favorece en los estudiantes las
siguientes habilidades: identificar el tipo de movimiento a partir de una representacion gréafica,
identificar el tipo de movimiento del SMR a partir de un conjunto de datos numéricos,
identificar el desplazamiento extremo a partir de un conjunto de datos numéricos, calcular la
frecuencia de un SMR a partir del valor de la masa y el estiramiento del resorte, y describir en
lenguaje natural el comportamiento del contrapeso (posicién, direccién y velocidad) a partir de
una representacion gréafica.
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Con GeoGebra, es posible crear aplicaciones interactivas que se pueden usar como he-
rramientas de ensefianza para ilustrar los OM (Caligaris et al., 2015). Estas herramientas
virtuales ofrecen grandes campos de oportunidad para su aprovechamiento en las metodologias
de ensefianza-aprendizaje, debido a su versatilidad para visualizar los OM con alto grado de
abstraccion, ademéas ofrecen aportaciones importantes a la ingenieria aplicada (Gonzélez,
Gutiérrez y Sandoval, 2017). En contraste también se determinaron algunas habilidades que
deben fortalecerse en los estudiantes, como lo son: asociar una representacion gréfica de un
SMR con su ED vy viceversa, asociar una representacion grafica de un SMR con su ED vy las
condiciones iniciales de posicion y velocidad, determinar las condiciones iniciales de posicion y
velocidad a partir de un enunciado de problema.

Conclusiones

En esta investigacion se rescata la visualizacion en el sentido de ilustrar el OM desde sus
diferentes representaciones. Una caracteristica peculiar de la SA es que se recurre a representar
virtualmente y graficamente el SMR, en el cual es posible variar la masa, rigidez,
amortiguamiento, posicion y velocidad inicial. Con tales movimientos se visualizan tanto el
efecto de manera virtual como directamente en el comportamiento grafico asociado, la
pendiente de la recta tangente, entre otros atributos del concepto de derivada. En otras palabras,
la SA incorpora un dispositivo tecnoldgico que a través de la interaccion dote de sentido a los
OM vy se enfatice en sus atributos y regularidades.

Como se describe al inicio del documento, este trabajo reporta los resultados de una
investigacion realizada al poner en escena una SA distinta a la tradicional en el curso de ED.
Algunos factores importantes gque se encontraron y afectan el proceso de ensefianza-aprendizaje
fueron: el aislamiento social ya que no permite la interrelacién alumno-docente de manera
presencial, deficiencia en la conectividad y los equipos de computo, asi como los aspectos
sociales, psicolégicos y de salud.

Se construyé un IMD con el propdésito de indagar sobre los antecedentes de los
estudiantes sujetos a esta investigacion, se determino su coeficiente de confiabilidad (r = 0.80)

con el método KR-20, también se calcul6 la distribucidén de los puntajes totales mediante la
prueba delta de Ferguson (0.96), dichos valores son aceptables de acuerdo a los especialistas.
Con base en los resultados de este IMD se encontrd que los estudiantes tienen dificultades para
traducir al lenguaje natural una ED de primer orden, identificar el concepto de derivada y
determinar el tipo de solucion que produce una ED de segundo grado.

Con base en la TRS de Duval se disefio e implementd una SA que incorpora un
programa interactivo disefiado con el SG, con el propésito de mejorar los conocimientos y
habilidades de los estudiantes en términos de las AC, las distintas representaciones semiéticas y
los conceptos asociados a las aplicaciones de las ED de segundo orden en el SMR. La SA
disefiada enfatiza en el uso de los diferentes registros de representacion. Se incluye el SG a la
SA para que el estudiante construya los OM a partir de la vinculacion de los distintos registros
de representacién, por lo que la TRS juega un papel primordial a partir de las AC. Para el disefio
de la SA vy el programa interactivo en el SG se consider6 la experiencia de profesores que
imparten cursos de ED, los aportes bibliogréaficos sobre las buenas practicas con el SG y los
resultados del IMD.

Propésitos y Representaciones
Sep. 2020, Vol. 8, SPE(3), e571
http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571


http://dx.doi.org/10.20511/pyr2020.v8nSPE3.571

DE LAS FUENTES-LARA, M. & AGUILAR-SALINAS, W.

La revision y andlisis de las respuestas de los estudiantes en las hojas de trabajo a partir
del uso del programa interactivo permitio observar y admitir logros importantes, como: asociar
adecuadamente el signo de la velocidad o pendiente de la recta tangente del contrapeso con su
direccion independientemente del tipo de movimiento del SMR, vincular el niamero de los
cortes de la gréafica con respecto al eje horizontal de referencia con el nimero de veces que el
contrapeso pasa por la condicién de equilibrio, ligar el comportamiento de la grafica con la
estabilizacion del sistema y la posicion del contrapeso en el eje de referencia, relacionar de
manera correcta el movimiento vertical del contrapeso con el comportamiento oscilatorio de la
grafica. También se detectaron deficiencias en los estudiantes que deben superarse y que quedan
como reto para los investigadores de este estudio, como por ejemplo: describir adecuadamente
la manera en que se calcula el desplazamiento extremo, toda vez que no lo asociaron al punto
critico, se encontro latente la dificultad para transitar del lenguaje natural al lenguaje algebraico,
no lograron determinar la ED y sus condiciones iniciales de posicion y de velocidad a partir del
problema, y se detectaron errores de manipulacién algebraica.

Con el prop6sito de validar el logro de los estudiantes en torno a los objetivos de
aprendizaje planteados, sus habilidades en términos de las AC y el uso de distintos registros de
representacion se disefio y aplicéd un IMP. Se calculd su confiabilidad mediante el método KR-
20 (r = 0.86) y también se determind la distribucion de los puntajes totales mediante la prueba
delta de Ferguson (0.95), los valores satisfacen ampliamente los sugeridos por los expertos. La
validez de contenido tanto del diagnéstico como del IMP se garantiz6 con la participacion de
jueces expertos y método de consenso grupal, por lo que son validos y confiables.

La puesta en escena de la SA asistida con GeoGebra se considera exitosa en varios
aspectos, por una parte se logra que los estudiantes se apropien intelectualmente de las
aplicaciones de las ED de segundo orden asociadas al SMR y los conceptos matematicos
asociados, su participacion con las actividades, hojas de trabajo y los resultados de los
instrumentos de medicion es muestra de ello.

La utilizacion de la SA y las aplicaciones en GeoGebra permiten utilizar el tiempo de
manera mas eficiente, toda vez que la manipulacion numérica y algebraica queda en segundo
plano, en la SA se privilegia el transito entre los diferentes registros de representacion y se
promueve el OM con una perspectiva mas conceptual, ademas de enfatizar en las habilidades de
experimentacion, exploracion, andlisis e interpretacion de resultados.

En general la SA propuesta promueve la vinculacion de los distintos registros de
representacion, asi como el fortalecimiento de la AC de conversion. De manera puntual se
logran objetivos de aprendizaje asociados al SMR y las ED de segundo orden. Se observa que el
éxito de los estudiantes se logra mayormente a través del fortalecimiento de los aspectos
conceptuales y la AC de conversion de los OM asociados al SMR.

Los andlisis realizados también permitieron detectar deficiencias importantes en las
transformaciones del lenguaje natural a otros registros de representacion, lo cual confirma las
dificultades que los estudiantes tienen para modelar a través de las ED. La experiencia de esta
investigacion y los resultados obtenidos indican la necesidad de fortalecer la ensefianza de las
ED a través de SA que promuevan un balance en el uso y vinculacion dinamica de los registros
de representacion, acercamientos intuitivos a los conceptos matematicos y el uso de recursos
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tecnoldgicos que permitan al estudiante la exploracion, la conjetura y la validacion de sus
procedimientos y resultados.
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